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要　旨




































Θ(φ, A)R − 1
2
























(2.1)式を gµν で変分して 0にすると，
ξAAµAνR + 2ΘGµν = Tµν + T Aµν + T φµν − 2(gµν□ − ∇µ∇ν)Θ (2.3)
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となる（付録 A）．ただし，Tµν，T φµν，T Aµν は物質場，スカラー場，ベクトル場のエネルギー運
動量テンソルで，T φµν，T Aµν は各々








である．そして (2.1)式を φについて変分して 0にすると，
ξφR +□φ = 0
が得られ，これに左から φを掛けると
ξφ2R + φ□φ = 0 (2.4)
となる．同様にして (2.1)式を Aµ について変分して 0にすると，
ξAAµR + Fµν;ν = 0 (2.5)
が得られ（付録 B），左から Aµ を掛けると
ξAAµAµR + Aµ∇νFµν = 0 (2.6)
となる．
一方，(2.3)式に gµν を掛け，対角和をとると，T A = gµνT Aµν = 0より
ξAAµAµR − 2ΘR = T + T φ − 6□Θ (2.7)
を得る．ここで gµνGµν = −Rを使った．F(φ) = 12 ξφ2，H(A) = 12 ξAAµAµとしてΘ = 12 (ξφ2+ξAAµAµ) =
F(φ) + H(A)とおくと
−2F(φ)R = T + T φ − 6□(F(φ) + H(A)) (2.8)
となる．いま，
T φ = −(∂φ)2 = −gρσ∂ρφ∂σφ (2.9)
であり，このことと (2.4)，(2.6)式を使って，FRを消去すると，
φ□φ + (∂φ)2 + 6□(F + H) = T
となる．ここで，
□φ2 = 2(φ□φ + (∂φ)2)
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を用いると，
ξ−1□F + 6□(F + H) = T
が得られ，整理すると，
(6 + ξ−1)□F + 6□H = T (2.10)













となり，ここで (1 + 1/6ξ) = を用いると
□(F + H) = 16 T (2.11)
が得られる．
一方，(2.3)式を反変形にして，両辺に ∇µを作用させると，少々面倒な計算の後で（付録 C）












φ(x) = v + Zσ(x) (3.1)
Aµ(x) = Aµ + ZAaµ (3.2)
とおく．v, Aµ は，共に質量の次元を持った定数であり，
|v| >> |Zσ|, |Aµ| >> |ZAaµ|
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として σ, aµ について線形化する（Z，ZA も定数である）．すると (2.1) 式の第 1 項 Θ(φ, A)R =
1
2 (ξφ2 + ξAAµAµ)は，Einstein-Hilbertラグランジアン密度に一致しなければならないので，
Θ(φ, A)R = 1
2
(ξφ2 + ξAAµAµ)R  12 (ξv













ξ(v2 + 2Zvσ) = 1
2






ξA(Aµ + ZAaµ)(Aµ + ZAaµ)
 1
2
ξA(AµAµ + 2ZAaµAµ) = 12 ξAA
µAµ + ξAZAaµAµ (3.4)
と書き表せる．この 2式を運動方程式 (2.11)式へ代入すると









∇2(ξZvσ) = −16 q1ρ (3.7)
∇2(ξAZAAµaµ) = −16 q2ρ (3.8)
(q1 + q2 = 1)
となる．(3.7)，(3.8)式は，ポワッソン方程式であるから球対称解は，
























gµν(x) = ηµν + M−1P hµν(x)









(−□hµν + ∂µ∂λhλν + ∂ν∂λhλµ − ∂µ∂νh − ηµν(∂ρ∂σhρσ −□h))
+ ξA(AµAν + ZAAµaν +Aνaµ)R
= Tµν − 2ξvZ(ηµν□ − ∇µ∇ν)σ − 2ξAZρA(ηµν□ − ∇µ∇ν)aρ (3.12)
となる．ただし，
T φµν  0,　T Aµν  0,
2(gµν□ − ∇µ∇ν)Θ = 2ξvZ(gµν□ − ∇µ∇ν)σ + 2ξAZAAρ(gµν□ − ∇µ∇ν)aρ
を用いた．
更に項をいれかえると，
□hµν − ∂µ∂λhλν − ∂ν∂λhλµ + ∂µ∂νh + ηµν(∂ρ∂σhσ −□h)
− 4ξvZ(ηµν□ − ∂µ∂ν)aρ = −2M−1P Tµν (3.13)
となる．これは，hµνと，σ, aρの混合の形となっているので，この混合を取り除くために対角化
を行う．そのために，まず
χµν = hµν − 12ηµνh − 2Zξvηµνσ − 2ZAξAηµνA
ρaρ (3.14)
とおいて，新しい場 χµν を導入する．この式の逆は，
hµν = χµν − 12ηµνχ − 2Zξvηµνσ − 2ZAξAηµνA
ρaρ (3.15)
である．この式を (3.13)式へ代入する（ただし，座標条件 ∂λχλν = 0を用いる）と，少々面倒で
あるが結局，混合の無い，
□χµν = −2M−1P Tµν (3.16)
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が得られる（付録 E）．これより，重力場の作り出す源が質量 Mの静止質点なら，













h00 = χ00 − 12η00χ − 2Zξvη00σ − 2ZAξAη00A
ρaρ




χ00 + 2Zξvσ + 2ZAξAAρaρ (3.19)
となる．いま，






Vσ = − mMP Zξvσ , (3.21)












































ばならない．それが Parametrized Post-Newtonian (PPN)近似である．これは，一般相対論におけ
るシュヴァルツシルト解








を，a/rの 1次または 2次まで展開し，一般化したものである．ここで aは定数であり，上の aµ
とは関係ない．それを，








grr ≈ 1 + γa
r
,（β, γ: エディントンパラメータ） (4.3)















































ξAAµAµ + ξAZAaµAµ = 12 ξAA













Rµν − 12 gµνR
)
= −2(gµν − ∇µ∇ν)Θ
であるから，ここで (2.7)式より，
2ΘR = ξAAµAµR + 6□Θ
を上式に代入すると，
2ΘRµν = ξAAµAνR − ξAAµAνR + 6gµν□Θ − 2gµν□Θ + 2∇µ∇νΘ


























g00 = −eν(r)　,　grr = eλ(r) (4.8)






としても，いま Tµν = 0より，
□F = 0 , □H = 0 , □Θ = 0 (4.10)
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ν′′ ≈ −2 a
r3




























































































































































と表わすことができる（8πG0 = 1とした）．(4.25)式を (4.24)式へ代入すると，
















































































ξA = 0, Fµν = 0の場合，F(φ) = ξφ2/2とおくと (2.1)式の gµν による変分して 0にすることから
2F(φ)Gµν = Tµν + T φµν − 2(gµν□ − ∇µ∇ν)F(φ) (A.1)
である（[10]）．ここで



























が得られる．第 2項は， 12 ξAA
µAµ = Hと置けば，
2HGµν = −2(gµν□ − ∇µ∇ν)H (A.6)
という形で，運動方程式に寄与し，第 1項は，2/√−gをかけることにより，
ξAAµAνR (A.7)
という形で (A.1)式の左辺に寄与する．つまり，Fµν = 0のとき，







































gραgσβFρσFαβ = gραgσβ(Aσ,ρ − Aρ,σ)(Aβ,α − Aα,β)
を考えると，これを ∂νAµ = Aµ,ν により微分するから，
(gραgσβδρµδσν − δσµ δρν)(Aβ,α − Aα,β) + gραgσβ((Aσ,ρ − Aρ,σ)(δβµδαν − δαµδβν))
= gµαgνβFαβ − gναgµβFαβ + gρµgσνFρσ − gρνgσµFρσ
= Fµν − Fνµ + Fµν − Fνµ = 4Fµν (B.2)
より
∂ν(
√−ggναFµ α) = √−g( 1√−g∂ν(
√−gFµν))
=




√−gξAAµR + √−gFµν ;ν = 0 (B.3)
または













であり，Θ = F + Hのうちの，F の部分の項は，文献([10])の付録 Bにより 0となり，残りの右
辺の項は，







となる．第 2項は純粋にベクトル場のみがある場合の T Aµν で，あるが，付録 Dに示すように
−∇µT µνA = ξAAβFνβR (C.2)
となり，一方，第 1項の方は，Hもまたスカラー場であるので，




Rµν∇µ − 12 g
µνR∇µ − Rµν∇µ
)
H = −gµνR∇µH (C.4)
となり，結果として，
∇µT µν = −gµνR∇µH + ξAAβFνβR + ∇µ(ξAAµAνR)
となる．ここで，Fνβ = gναFαβ = gνα(∇αAβ −∇αAβ)（ただしFαβ = ∇αAβ −∇βAα）を考慮すると，第
3項の最初の項は，ξARgνα(∇αAβ)Aβ となり，第 1項は，−ξARgνα(∇αAβ)Aβ となるので，これらは
打ち消しあう．つまり，
∇µ(T µν) = ∇µ(ξAAµAνR) − ξARgνα(∇βAα)Aβ = ξA∇µ(AµR)Aν (C.5)
となり，(2.6)式から ∇µ(AµR) = 0より








gµνFρσ∇µFρσ − (∇µFµβ)Fνβ − Fµβ∇µ(Fνβ) (D.1)
ベクトル場とスカラー場の重力への非最小結合について 245
ここで，










= gµν(−Fαβ∇αFβµ) = gαν(−Fµβ∇µFβα) (D.4)
となり，(D.3)の第 4項と打ち消しあう．ここで，付録 Bの Fµν ;ν = −ξAAµRという結果を用い
ると，(D.1)の右辺は，
右辺 = −(∇µFµβ)Fνβ = ξAAβFνβR (D.5)
となる．つまり，
−∇µT µνA = ∇µ(
1
4




□χµν − 12ηµν□χ − 2Zξvηµν□σ − 2ZAξAηµνA
ρ□aρ − ∂µ∂λχλ ν + 12∂µ∂λη
λ
νχ






+ 2ZAξAAρηλµ∂ν∂λaρ + ∂µ∂ν(−χ − 8Zξvσ − 8ZAξAAρaρ) + ηµν(∂ρ∂σχρσ
− 1
2
ηρσ∂ρ∂σχ − 2Zξvηρσ∂ρ∂σσ − 2ZAξAAαηρσ∂ρ∂σaα +□χ + 8Zξv□σ
+ 8ZAξAAα□aα) − 4Zξv(ηµν□ − ∂µ∂ν)σ − 4ZAξAAα(ηµν□ − ∂µ∂ν)aα
=□χµν + (−2Zξvηµν□ + 6Zξvηµν□ − 4Zξvηµν□)σ + (−2ZAξAAρηµν□
+ 6ZAξAAρηµν□ − 4ZAξAAρηµν□)aρ =□χµν (E.1)
となる．
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The nonminimal coupling of scalar field to gravity is known as a Brans-Dicke (B-D) theory [1]. The
theoretical meaning of B-D theory is discussed as one of the modification of Einstein’s general theory of
relativity. Including a vector field to the scalar field in the nonminimal coupling, we investigate what kind
of eﬀects could be expected. By introducing a simple form of the vector field, the equations are derived
by variations of Lagrangian through the metric, vector and scalar fields, respectively. Even including the
vector field, it is found that the equivalent principle still holds and particles obey the geodesic equation.
In the weak field approximation, the eﬀect of the vector field is found to be similar to that of the scalar
field.
Keywords: B-D theory , scalar field, vector field, nonminimal coupling, equivalent principle
